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د و30 سا 04: المدة الرȂاضॻات : مادة في إختॺار
: التاليين الموضوعين أحد ǻختار أن المترشح على

: الأوّل الموضوع
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نقاط) 04) الأول: التمرȂن
المقابل. الشȞل في مبين هو كما عددا منها واحدة كل وتحمل Ǽاللمس، بينها نفرق لا كرȄات ثمانॽة على صندوق ǽحتوي

الصندوق. من كرȄات ثلاث واحد آن وفي عشوائॽا نسحب

0
0 1 42

2 2 2
التالॽة: الحوادث نعتبر (1

" 0 الرقم تحمل كرȄة أي لاتوجد المسحوȃة الكرȄات بين من " :A
" 8 ǽساوي المسحوȃة الكرȄات تحملها التي الأعداد جداء " :B

P(B) = 1

7
و P(A) =

5

14
أن: بين

المسحوȃة. الثلاث الكرȄات تحملها التي الأعداد جداء سحب عملॽة ȞǼل يرفق الذي العشوائي المتغير X لȞॽن (2
إحتماله قانون عرف ثم .X العشوائي المتغير قॽم عين ا)

.X العشوائي للمتغير الرȄاضॽاتي الأمل E(X) أحسب ب)
نقاط) 04) الثاني: التمرȂن

un+1 = e
√
un و u0 = e3 بـ: N على المعرفة (un) المتتالॽة نعتبر

un > 0 لدينا: N من n كل أجل من أن Ǽالتراجع برهن (1
vn = ln(un)− 2 كمايلي: N على معرفة متتالॽة (vn) نعتبر (2

.v0 الأول وحدها أساسها تعيين ǽطلب هندسॽة متتالॽة (vn) أن أثبت
n بدلالة (vn) عن عبر ا) (3

un = e(
1
2)

n
+2 ,N من n كل أجل من أن بين ب)

نهايتها. أحسب ثم متقارȃة، (un) أن بين متناقصة. (un) المتتالॽة أن أثبت (4
:n طبॽعي عدد كل أجل من نضع (5

Pn = u0 × u1 × · · · × un−1 و Sn = v0 + 2 + v1 + 2 + · · ·+ vn−1 + 2

.Pn عॼارة إستنتج ثم Sn المجموع أحسب ا)

: المادة 6أستاذ من 1 Ǽالتوفيقصفحة
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نقاط) 04) الثالث: التمرȂن
(E ′) : 3x− 4y = 7 التالॽة: المعادلة Z× Z في نعتبر (1

(E ′) لـ حل هي (1; −1) أن: تحقق ا)
.(E ′) حلول Z× Z من (x, y) الثنائॽة حدد ب)

نضع .B = 3n2 + 6n − 4 و A = 4n2 + 8n − 3 التالॽة: الأعداد نعتبر n ∈ N كل أجل من (2
d = PGCD (A, B)

ثم ،B = 3 (n2 + 2n− 1) − 1 و A = 4 (n2 + 2n− 1) + 1 :n ∈ N كل أجل من أن تحقق ا)
(E ′) المعادلة حلول هي (A, B) ،n ∈ N كل أجل من أن أثبت

d = 7 أو d = 1 أن: أثبت ب)
(n+ 1)

2 ǽقسم d لماذا علل ثم ،A− B = (n+ 1)
2 ،n ∈ N كل أجل من أن أثبت ا) (3

التالي: الجدول أكمل ثم أتقل
6 5 4 3 2 1 0 7 على n لـ الإقليدǽة القسمة بواقي

7 على (n+ 1)
2 لـ الإقليدǽة القسمة بواقي

n ≡ 6[7] فإن d = 7 كان إذا أنه أثبت ا) (4
.7 على القسمة ǽقॼلان B و A فإن: n ≡ 6[7] كان إذا أنه أثبت ب)

.n الطبॽعي العدد قॽم حسب d إذا حدد ج)
نقاط) 08) الراǺع: التمرȂن

المعلم إلى المنسوب المستوي في البॽاني تمثيلها (Cf) و .f(x) = esin x بـ: [0, π] على العرفة f الدالة نعتبر -(I
.
(

O; i⃗, j⃗
)
والمتجانس المتعامد

.[0, π] المجال على f الدالة تغيرات جدول شȞل ثم ،f للدالة المشتقة الدالة f′ أحسب ا) (1
.(Cf) لـ تناظر محور (∆) : x =

π

2
المستقॽم أن أثبت ب)

.y = x + 1 هي: x0 = 0 الفاصلة ذات النقطة عند (Cf) لـ (T) المماس معادلة أن بين ج)

x

g′(x)

g(x)

0 −1 +
√
5

2
1

+ 0 −

00

g

(
−1 +

√
5

2

)
g

(
−1 +

√
5

2

)

−1−1

بـ: [0, 1] على المعرفة g الدالة نعتبر (2
تغيراتها وجدول g(x) = ex

√
1 − x2 − 1

المقابل. الشȞل في كما
α وحيد حل تقبل g(x) = 0 المعادلة أن أثبت ا)

.
]
−1 +

√
5

2
, 1

[
المجال في

.[0, 1] المجال على g(x) إشارة إستنتج ب)
h(x) = esin x − (x + 1) يلي: كما

[
0,

π

2

]
على المعرفة h الدالة نعتبر (3

.h′(x) = g(sin x) ,x ∈
[
0,

π

2

]
كل أجل من أن تحقق ا)

.sin β = α حيث:
[
0,

π

2

]
المجال في β حقॽقي عدد يوجد أنه أثبت ب)

: المادة 6أستاذ من 2 Ǽالتوفيقصفحة
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,x ∈
[
0,

π

2

]
كل أجل من أن إستنتج تغيراتها. جدوب شȞل ثم h الدالة تغير إتجاه أدرس ج)

.(∆) و (Cf) عن القول ǽمȞن ماذا .f(x) ≥ x + 1
-(II

.sin x ≤ x ,x ≥ 0 حقॽقي عدد كل أجل من أن أثبت ا) (1
.f(x) ≤ ex ,x ∈

[
0,

π

2

]
حقॽقي عدد كل أجل من أن إستنتج ب)

.
(

O; i⃗, j⃗
)
المعلم في (Cf) و (T) انشىء ثم ،x 7→ ex الدالة منحنى أنشىء ∫ج) π
2
1

f(x)dx ≤ e
(π
2
− 1
)
و ∫ 1

0
f(x)dx ≤ e− 1 أن: أثبت ا) (2

على معادلتاهما اللذين والمستقॽمين الفواصل محور ،(Cf) بـ المحدد المستوي الحيز مساحة A لتكن ب)
π2

4
+ π ≤ A ≤ eπ − 2 أن: أثبت .x = π و x = 0 الترتيب

الأوّل الموضوع إنتهى
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: المادة 6أستاذ من 3 Ǽالتوفيقصفحة
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: الثّاني الموضوع
�



�
	

نقاط) 04) الأول: التمرȂن
un+1 = un − 1 +

4

un

:n طبॽعي عدد كل أجل ومن u0 = 2 الأول Ǽحدها المعرفة (un) المتتالॽة نعتبر

متعامد لمعلم منسوب مستوي في البॽاني تمثيلها (Cf) و .f(x) = x− 1 +
4

x
بـ: R∗ على المعرفة الدالة f (1

.
(
O; i⃗, j⃗

)
ومتجانس

−1 1 2 3 4 5 6

−1

1

2

3

4

5

6

7

(Cf)(∆) : y = x

O
i⃗

j⃗

حامل على مثل ثم الإجاǼة ورق على المقابل الشȞل رسم أعد ا)
.(un) للمتتالॽة الأولى الثلاثة الحدود الفواصل محور

.2 ≤ un ≤ 4 :n طبॽعي عدد كل أجل من أن أثبت ب)
un المتتالॽة رتاǼة أدرس ج)

:n طبॽعي عدد كل أجل من أن أثبت ا) (2
.4− un+1 ≤

3

4
(4− un)

:n طبॽعي عدد كل أجل من أن إستنتج ب)
.4− un ≤ 2

(
3

4

)n

lim
n→+∞

un إستنتج ج)

Sn =
4

u0

+
4

u1

+ · · ·+ 4

un

،n طبॽعي عدد كل أجل من حيث n بدلالة Sn المجموع أحسب (3

نقاط) 04) الثاني: التمرȂن
.(E) : −17x+ 11y = 1 المعادلة: Z× Z في نعتبر (1
.(E) للمعادلة حل هي (−2; −3) الثنائॽة أن أثبت ا)

(E) المعادلة Z× Z في حل }ب)
u0 ∈ N
un+1 = 5un + 3 كل أجل من n ∈ N

بـ: n طبॽعي عدد كل أجل من المعرفة (un) المتتالॽة نعتبر (2

.vn = un +
3

4
بـ: N على المعرفة (vn) والمتتالॽة

هندسॽة. (vn) المتتالॽة أن أثبت ا)
.4un = 5n (4u0 + 3)− 3 ،n ∈ N كل أجل من أن إستنتج ب)

.11 على 5n لـ الإقليدǽة القسمة بواقي n الطبॽعي العدد قॽم حسب عين ا) (3
.52022 ≡ 2 [17] أن: إستنتج ثم 516 ≡ 1 [17] أن: تحقق ب)

u2022 ≡ 2u0 + 5 [17] و u2022 ≡ 3u0 + 7 [11] أن: أثبت ج)

: المادة 6أستاذ من 4 Ǽالتوفيقصفحة
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u0 ≡ 5 [11]

u0 ≡ 6 [17]
كان إذا وفقط إذا u2022 ≡ 0 [187] أنه أثبت ا) (4

.u2022 ≡ 0 [187] أجل من u0 لـ قॽمة أكبر حدد ب)
نقاط) 04) الثالث: التمرȂن

لواحقهاعلى I و G ،F التالॽة: النقط (O; u⃗, v⃗) والمتجانس المتعامد المعلم إلى المنسوب ب المرؗ المستوي في نعتبر

zI = −1

2
+ i و zG =

√
3− 1

2
+

1

2
i ،zF =

(
1 +

√
3

2

)
i الترتيب:

zG − zI =

√
3

2
− i

1

2
و zF − zI =

1

2
+ i

√
3

2
أن: تحقق ا) (1

.1 قطرها ونصف I زها مرؗ التي ζ الدائرة إلى تنتمॽان G و F أن أثبت ب)
.IFG المثلث طبॽعة إستنتج ثم ،zF − zI = i (zG − zI) أن: تحقق ج)

.−16− 8
√
3 لـ: ترॽȃعي جذر

(
2 + 2

√
3
)
i أن تحقق ا) (2

z2 + 3z +
25

4
+ 2

√
3 = 0 المعادلة: C في حل ب)

zL = zK و zK = −3

2
+ i
(
1 +

√
3
)
الترتيب على لواحقهما اللتان النقطتان L و K نعتبر (3

(FK)⊥ (FI) أن إستنتج ثم .zK − zF
zF − zI

= i
√
3 أن: تحقق ا)

.(GL)//(FI) أن: إستنتج ثم .zG − zL =
(
2 +

√
3
)
(zF − zI) أن: تحقق ب)

نقاط) 08) الراǺع: التمرȂن
.g(x) = 1 + x − x ln x بـ: ]0, +∞[ على المعرفة g الدالة نعتبر (1

تغيراتها. جدول وشȞل g الدالة تغير إتجاه أدرس ا)
.3, 5 < α < 3, 6 أن: تحقق .]0, +∞[ المجال في α وحيد حل تقبل g(x) = 0 المعادلة أن أثبت ب)

.g الدالة إشارة إستنتج ج)
المستوي في البॽاني تمثيلها (Cf) و .f(x) = ln x

1 + x2 يلي: كما ]0, +∞[ المجال على المعرفة f الدالة نعتبر (2(
O; i⃗, j⃗

)
والمتجانس المتعامد المعلم إلى المنسوب

f′(x) = g(x2)

x (1 + x2)
2 :]0, +∞[ المجال من x حقॽقي عدد كل أجل من أن تحقق ثم ،f′(x) أحسب ا)

.f الدالة تغيرات جدول شȞل ثم f الدالة تغير إتجاه أدرس ب)
f(
√
α) =

1

2α
أن: تحقق ج)

( α ≈ 3, 6 ) (Cf) أنشىء د)
.In =

∫ 1
n
1

f(x) dx بـ: N∗ معرفة متتالॽة In نعتبر (3
متزايدة. In المتتالॽة أن أثبت ا)

: المادة 6أستاذ من 5 Ǽالتوفيقصفحة
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ln x ≤ f(x) ≤ 1

2
ln x ,]0, 1[ المجال: من x حقॽقي عدد كل أجل من أن أثبت ب)
1

2

(
1− 1 + lnn

n

)
≤ In ≤ 1− 1 + lnn

n
أن: إستنتج ج)

متقارȃة. In المتتالॽة أن أثبت د)

الثاني الموضوع إنتهى
�
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: المادة 6أستاذ من 6 Ǽالتوفيقصفحة
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2023 رʈاعۜܣ تقۚܣ شعبة تجرȎʈية للبɢالورʈا مق؅فح تܶݰيح
مقلاȖي حليم عباسالأستاذ: الإخوة ثانوʈة

الأول: الموضوع
�� ��

الأول: التمرʈن جواب

P(B) = 1

7
P(A)و =

5

14
أن: بيا 01

P (A) =
C3

6

C3
8

=

6!

3! (6− 3)!
8!

3! (8− 3)!

=
20

56
=

5

14

P (B) =
C3

4 + C1
1 × C1

4 × C1
1

C3
8

=
4 + 4

56
=

1

7

:X العشواǿي المتغ؈ف قيم Ȗعي؈ن (ا) 02

X (Ω) = {0; 4, 8; 16}
:X العشواǿي للمتغ؈ف الإحتمال قانون

P (X = 0) =
C1

2 × C6
2 + C2

2 × C1
6

56
=

2× 15 + 6

56

=
36

56

P (X = 4) =
C2

4 × C1
1

56
=

6

56

P (X = 8) =
C1

1 × C1
4 × C1

1 + C3
4

56
=

8

56

P (X = 16) =
C2

4 × C1
1

56
=

6

56
xi 0 4 8 16

P (X = xi)
36

56

6

56

8

56

6

56

:E(x) الرʈاضياȖي الأمل حساب (ب)
E(x) =

∑i=4
i=1 Pixi = 0× 36

56
+ 4× 6

56
+ 8× 8

56

+16× 6

56

E(x) =
184

56
=

23

7

الثاɲي: التمرʈن جواب
un+1 = و u0 = e3 :ʏيڴ Nكما ʄعڴ معرفة متتالية (un) لدينا

e
√
un

:un > 0 n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من أن بال؅فاجع برهان 01

un > Pاݍݵاصية (n) ɲس׿ܣ
P أي(0) n = 0 أجل من اݍݵاصية منܵݰة نتحقق

محققة إذن .u0 = e3 > 0
كيفي n ʏطبيڥ عدد أجل من اݍݵاصية ܵݰة نفرض
P (n+ أي(1 n+ 1 أجل من ون؄فهنܵݰةاݍݵاصية

e
√
un > 0 un√معناه > 0 معناه un > 0 لدينا:

اݍݵاصيةمحققةمنأجلɠلعدد un+1ومنه > 0 معناه
n ʏطبيڥ

.vn = ln(un)− 2 :ʏيڴ Nكما ʄعڴ معرفة متتالية (vn) 02

هندسية: متتالية (vn) أن إثبات
،n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من لدينا

vn+1 = ln(un+1)− 2

= ln(e√un)− 2 = ln e+ ln(un)
1
2 − 2

= 1− 2 +
1

2
ln(un)

=
1

2
(ln(un)− 2) =

1

2
vn

الأول وحدها 1

2
أساسها هندسية متتالية (vn) ومنه
v0 = lnu0 − 2 = ln e3 − 2 = 1

:n بدلالة vn كتابة (ا) 03

vn = v0 × qn =

(
1

2

)n

:un = e

1

2

n

+2

,Nمن n ɠل أجل من أن بيان (ب)
vn = lnun − 2 ,n ∈ N ɠل أجل من لدينا

معناه lnun = vn + 2 معناه

un = evn+2 = e

1

2

n

+2

متناقصة: (un) المتتالية أن إثبات 04

.

un+1

un

=
e

1

2

n+1

+2

e

1

2

n

+2

= e

1

2

n+1

+2−

1

2

n

−2

= e

1

2

n1

2
−1



= e
−

1

2n+1

أجل من فإن ومنه ex < 1 فإن x < 0 ɠان إذا أنه وɲعلم

إذن un+1

un

< 1 معناه: e
−

1

2n+1 < 1 فإن: n ∈ N ɠل
تماما. متناقصة (un) المتتالية

فࢼܣ الأسفل من ومحدودة متناقصة (un) المتتالية أن وȋا
متقارȋة.

الٔڈاية: حساب

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

e

1

2

n

+2

= e2

lim
n→+∞

(
1

2

)n

= 0 لأن:

1



:n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من لدينا 05

و Sn = v0 + 2 + v1 + 2 + · · · + vn−1 + 2
Pn = u0 × u1 × · · · × un−1

:Pn و Sn حساب
Sn = v0 + 2 + v1 + 2 + · · ·+ vn−1 + 2

= 2 + 2 + · · ·+ 2 + v0 + v1 + vn−1

= 2(n− 1− 0 + 1) + v0

1−
(
1

2

)n−1+1

1− 1

2

= 2n+ 2

(
1−

(
1

2

)n)
= 2

(
n+ 1−

(
1

2

)n)
Pn = u0 × u1 × · · · × un−1

= ev0+2 × ev1+2 × · · · × evn−1+2

= eSn = e
2

n+1−

1

2

n

الثالث: التمرʈن جواب

(E ′) : 3x− 4y = 7 التالية: ×Zالمعادلة Z ʏࢭ لدينا 01

:(E ′) لـ حل ʏۂ (1; −1) أن: من التحقق (ا)
الثنائية (1−)4−(1)3ومنه = 3+4+7 لدينا:

.(E ′) للمعادلة حل ʏۂ (1; −1)

:(E ′) ×Zحلول Zمن (x, y) الثنائية تحديد (ب)
فإن: (E ′) للمعادلة حل ʏۂ (1; −1) أن بما لدينا

معناه: 3(x− 1)− 4(y + 1) = 0
4|3(x − 1) أن: وȋما 3(x − 1) = 4(y + 1)
غوص حسب ومنه بئڈما فيما أوليان 3 و 4 و
حيث: k ܵݰيح يوجدعدد إذن 4|(x − 1) فإن:

x = 4k + 1 معناه: x− 1 = 4k
و 3|4(y + 1) أن: وȋما لدينا: أخرى جهة ومن
فإن: غوص حسب ومنه بئڈما فيما أوليان 3 4

حيث: k ܵݰيح يوجدعدد إذن 3|(y + 1)
y = 3k − 1 معناه: y + 1 = 3k

:ʏۂ (E ′) المعادلة حلول ومنه
(x, y) = {x = 4k + 1y = 3k − 1 k ∈ Z}

A = 4n2 + 8n − 3 :ʏمايڴ n ∈ N ɠل أجل من لدينا 02

d = PGCD (A, B) و .B = 3n2 + 6n− 4 و

A = :n ∈ N ɠل أجل من أن من التحقق (ا)
و 4 (n2 + 2n− 1) + 1

:B = 3 (n2 + 2n− 1)− 1
A = 4 (n2 + 2n− 1) + 1 = 4n2 + 8n− 4 + 1

= 4n2 + 8n− 3
B = 3 (n2 + 2n− 1)− 1 = 3n2 + 6n− 3− 1

= 3n2 + 6n− 4
:(E ′) للمعادلة حلول Bهما Aو أن من التحقق
حلول B و A فإن 3A − 4B = 7 أن بما لدينا

(E ′) للمعادلة

d|3A معناه d|An ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من لدينا (ب)
d|3A − 4B فإن ومنه d| − 4B معناه d|B و
أو d = 1 فإن; ʏأوڲ عدد 7 أن وȋما d|7 معناه

d = 7

،n ∈ N ɠل أجل من أن إثبات (ا) 03

:A− B = (n+ 1)2

A− B = 4n2 + 8n− 3− 3n2 − 6n+ 4
= n2 + 2n+ 1

= (n+ 1)2

معناه d|A − B فإن: d|B و d|A أن بما
d| (n+ 1)2

اݍݨدول: إكمال
n ≡ 0[7] معناه (n+ 1)2 ≡ 1[7]

n ≡ 1[7] معناه (n+ 1)2 ≡ 4[7]

n ≡ 2[7] معناه (n+ 1)2 ≡ 2[7]

n ≡ 3[7] معناه (n+ 1)2 ≡ 2[7]

n ≡ 4[7] معناه (n+ 1)2 ≡ 4[7]

n ≡ 5[7] معناه (n+ 1)2 ≡ 1[7]

n ≡ 6[7] معناه (n+ 1)2 ≡ 0[7]
6 5 4 3 2 1 0 7 ʄعڴ n لـ الإقليدية القسمة ʏبواࢮ
0 1 4 2 2 4 1 7 ʄعڴ (n+ 1)2 لـ الإقليدية القسمة ʏبواࢮ

:n ≡ 6[7] فإن d = 7 ɠان إذا أنه إثبات (ا) 04

7| (n+ 1)2 معناه d| (n+ 1)2 أن بما لدينا
نجد اݍݨدول خلال ومن (n+ 1)2 ≡ 0[7] معناه

n ≡ 6[7] أن:
Bيقبلان Aو فإن: n ≡ 6[7] ɠان إذا أنه إثبات (ب)

:7 ʄعڴ القسمة
لدينا:

معناه n ≡ 6[7]
A − B ≡ 0[7] معناه (n+ 1)2 ≡ 0[7]
A − B = 7p حيث: p ∈ Z يوجد معناه
معناه 3A − 4B = 7 لدينا أخرى جهة ومن
3× 7p−B = 7 معناه 3 (A− B)−B = 7
q ∈ Z حيث B = 7 (3p− 7) = 7q معناه

.B يقسم 7 فإن ومنه
A = 7(p − q) فإن: A − B = 7p أن: وȋما

.7 ʄعڴ القسمة Aيقبل معناه
:n ʏالطبيڥ العدد قيم حسب d تحديد (ج)

d =

{
7 ɠان إذا n ≡ 6[7]

1 ɠان إذا n��≡6[7]

الثالث: التمرʈن جواب

f(x) = esin x :ʏكمايڴ [0, π] ʄعڴ معرفة دالة f -(I

:f للدالة المشتقة الدالة f ′ حساب ا) 01

عبارة أٰڈا Ȗعرٱڈا مجموعة ʄللإشتقاقعڴ قابلة دالة f
مجموعة ʄعڴ للإشتقاق قابلت؈ن دالت؈ن مركب عن
لدينا: x ∈ [0, π] ɠل أجل من ومنه Ȗعرʈفها

.f ′(x) = cos(x)esin(x)

2



esin(x) > 0 لأن cos(x) إشارة من المشتقة إشارة
ومنه:

x

f ′(x)

f(x)

0
π
2 π

+ 0 −

11

ee

11

لـ تناظر محور (∆) : x =
π

2 المستقيم أن إثبات ب)
:(Cf)

حيث: f(2α − x) = f(x) :ʏمايڴ إثبات يكفي
(2α− x) ∈ Df

−x ∈ [−π, 0] فإن x ∈ [0, π] : أجل من لدينا
لدينا: أخرى جهة ومن 2× π

2
− x ∈ [0, π] معناه

f(2× π
2
− x) = f(π − x) = esin(π−x)

= esinx = f(x)

محور x =
π

2 المعادلة ذو (∆) المستقيم أن معناه
(Cf) لـ تناظر

ذات النقطة عند (Cf) لـ (T)المماس أنمعادلة بيان ج)
:y = x + 1 :ʏۂ x0 = 0 الفاصلة

(T) : y = f ′(x0)(x− 0) + f(x0)
= f ′(0)(x− 0) + f(0) = cos(0)esin(0) × x+ esin(0)

= x+ 1

:g(x) = ex√1 − x2 − 1:ʏكمايڴ [0, 1] ʄدالةمعرفةعڴg 02

ʏࢭ α وحيد حل تقبل g(x) = 0 المعادلة أن إثبات ا)

:
]
−1 +

√
5

2
, 1

[
اݝݨال

اݝݨال ʄڤ تماما ومتناقصة مستمرة دالة g

g

(]
−1 +

√
5

2
, 1

[)
= و

]
−1 +

√
5

2
, 1

[

: أن وȋما
]
−1, g

(
−1 +

√
5

2

)[

م؄فهنة فحسب 0 ∈

]
−1, g

(
−1 +

√
5

2

)[
حل تقبل g(x) = 0 فالمعادلة المتوسطة القيم

.α وحيد
:[0, 1] اݝݨال ʄعڴ g(x) إشارة إستɴتاج ب)

x

g(x)

0 α 1

+ 0 −

h(x) = esin x − (x + 1) :ʏيڴ كما
[
0,

π

2

]
ʄدالةمعرفةعڴh 03

,x ∈
[
0,

π

2

]
ɠل أجل من التحقق ا)
:h′(x) = g(sin x)

لأٰڈا Ȗعرʈفها مجموعة ʄعڴ للإشتقاق قابلة دالة h
ʄعڴ للإشتقاق قابلت؈ن دالت؈ن مجموع عن عبارة
x ∈

[
0,

π

2

]
ɠل أجل من ومنه Ȗعرʈفهما مجموعة

أخرى h′(x)ومنجهة = cos(x)esin(x)−1 لدينا:
لدينا:

g(sinx) = esinx
√
1− sin2(x) − 1 =

esinx
√

cos2 x− 1 = cosxesinx

h′(x) = cosxesinx ]ومنه
0,

π

2

]
اݝݨال ʏࢭ β حقيقي عدد يوجد أنه إثبات ب)

:sin β = α حيث:
اݝݨال ʄعڴ تماما ورتʋبة مستمرة دالة x 7→ sinx

أي α ∈
[
sin(0), sin(π

2
)
]
أن: وȋما

[
0,

π

2

]
المتوسطة القيم م؄فهن فحسب ومنه α ∈ [0, 1]

β ∈
[
0,

π

2

]
تقبلحلوحيد sin β = α فالمعادلة

sinx = α حيث:
Ȗغ؈فاٮڈا جدول Ȗشكيل ثم h الدالة Ȗغ؈ف إتجاه دراسة ج)

:
سبق مما ولدينا g(sinx) إشارة من المشتقة إشارة
معناه sinx ∈ [0, α] ɠان إذا g(sinx) > 0
هذا ʄعڴ تماما م؅قايدة g الدالة إذن x ∈ [0, β]

اݝݨال.
معناه sinx ∈ [α, 1] ɠان إذا g(sinx) < 0 و
ʄعڴ تماما متناقصة g الدالة ومنه x ∈

[
β,

π

2

]
اݝݨال. هذا

x

h(x)

0 β π
2

00

h(β)h(β)

h(π
2
)h(π

2
)

:x ∈
[
0,

π

2

]
ɠل أجل من أن إستɴتاج

أن وȋما h
(
π
2

)
< h(β) و h(0) = 0 لدينا

h(x) > 0 فإن ومنه h(β) > 0 فإن h
(
π
2

)
> 0

x ∈
[
0,

π

2

]
ɠل أجل من

esinx > (x+1) esinx−(x+1)معناه > ومنه0
يقعفوق (Cf ɲستɴتجأن( f(x)ومنه > x+1إذن

x ∈
[
0,

π

2

]
ɠل أجل من (∆)

,x ≥ 0 حقيقي عدد ɠل أجل من أن إثبات ا) 01 -(II
:sin x ≤ x∫ x

0
cos tdt ≤

∫ x

0
1dt معناه cosx ≤ 1 لدينا

sinx ≤ x معناه [sin t]x0dt ≤ [t]x0dt معناه
,x ∈

[
0,

π

2

]
حقيقي عدد ɠل أجل من أن إستɴتج ب)

3



:f(x) ≤ ex

معناه sinx ≤ x ،x ∈≥ 0 ɠل أجل من لدينا
esinx ≤ ex

مجموعة ʄعڴ تماما م؅قايدة الأسية الدالة لأن )
( Ȗعرʈفها.

.f(x) ≤ ex فإن: x ∈
[
0,

π

2

]
ɠل أجل من معناه

الإɲشاء: ج)

π
2

π 3
2
π

−1

1

2

3

x 7→ exp(x)

f(x) = exp(sinx)

(∆)

O
i⃗

j⃗

x

y

أن: إثبات ا) 02∫ 1

0

f(x)dx ≤ e− 1

∫و π
2

1

f(x)dx ≤ e
(π
2
− 1
)

معناه f(x) ≤ ex ،x ∈
[
0, π

2

]
ɠل أجل من ∫لدينا 1

0

f(x)dx ≤
∫ 1

0

exdx

∫معناه 1

0

f(x)dx ≤ [ex]10∫ 1

0
f(x)dx ≤ e− 1 معناه

f(x) ≤ e معناه sinx ≤ 1 لدينا: أخرى جهة ومن
∫معناه π

2

1
f(x)dx ≤

∫ π
2

0
e

= e[x]
π
2
1

= e
(
π
2
− 1
)
أن: إثبات ب)

π2

4
+ π ≤ A ≤ eπ − 2

ɠل اجل من x+ 1 ≤ f(x) ≤ ex سبق: مما لدينا
لـ تناظر محور x =

π

2
و x ∈

[
0, π

2

]
حقيقي عدد

معناه: (Cf )

Aومنه: =
∫ π

0
f(x)dx = 2

∫ π
2

0
f(x)dx∫ π

0

x+ 1dx ≤
∫ π

0

f(x)dx ≤
∫ π

0

exdx

]معناه
1

2
x2 + x

]π
2

0

≤
∫ π

2

0

f(x)dx ≤
∫ π

2

0

exdx

معناه

1

2
×π

4
+
π

2
≤
∫ π

2

0

f(x)dx ≤ e−1+e
(π
2
− 1
)

معناه
π

4
+ π ≤ A ≤ e(π − 1)

الأول الموضوع إنْڈــى

H`a˜lˇi‹mffl M`e´gˇu`e¨l¨l´a˚tˇiffl
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الأول: التمرʈن جواب الثاɲي: الموضوع
�� ��

ʄالأوڲ الثلاثة اݍݰدود الفواصل محور ʄعڴ التمثيل ا) 01

للمتتالية:

−1 1 2 3 4 5 6

−1

1

2

3

4

5

6

7

(Cf )

(∆) : y = x

u0 u1u2

O
i⃗

j⃗

:2 ≤ un ≤ 4 :n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من أن أثȎت ب)
عدد ɠل أجل من :ʏمايڴ ال؅فاجع بإستعمال ن؄فهن

2 ≤ un ≤ 4 ،n ʏطبيڥ
.2 ≤ un ≤ 4 Pاݍݵاصية (n) ɲس׿ܣ
:P (0) اݍݵاصية منܵݰة نتحقق

محققة. إذن 2 ≤ u0 ≤ 4 و u0 = 2 لدينا
n ʏطبيڥ عدد أجل من P (n) اݍݵاصية نفرضܵݰة

كيفي.
2 ≤ أي P (n + 1) اݍݵاصية ܵݰة من نتحقق

un+1 ≤ 4
:n ∈ N أجل من لدينا

2 ≤ un ≤ 4

معناه: [2, +∞[ اݝݨال ʄعڴ تماما م؅قايدة f والدالة
f(2) ≤ f(un) ≤ f(4)

معناه:
3 ≤ un+1 ≤ 4

أن: بما و
2 ≤ 3 ≤ un+1 ≤ 4

فإن:
2 ≤ un+1 ≤ 4

ʏلعددطبيڥɠܵݰيحةمنأجلP (n)اݍݵاصية ومنه
.n

:un المتتالية رتابة دراسة ج)
الفرقun+1−unمنأجلɠلعدد إشارة دراسة يكفي

:n ʏطبيڥ

un+1 − un = un − 1 + 4
un

− un

= −1 + 4
un

=
4− un

un

≥ 0

م؅قايدة un المتتالية فإن un+1 − un ≥ 0 أن: بما
تماما.

4 − un+1 ≤ ،n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من أن أثȎت ا) 02

:3
4
(4− un)

:n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل لدينامن

4− un+1 = 4− un + 1− 4
un

=
5un − u2

n − 4

un

=
(un − 1) (4− un)

un

=
un − 1

un

× (4− un)

un − 1

un

≤ 3
4
أن: إثبات يكفي

لدينا:

−1

2
≤ − 1

un

≤ −1

4

معناه:
1

2
≤ 1− 1

un

≤ 3

4

معناه
un − 1

un

≤ 3

4

ومنه:

4− un+1 ≤
3

4
(4− un)

:n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من أن إستɴتاج ب)

:4− un ≤ 2

(
3

4

)n

:ʏمايڴ لدينا

����4− u1 ≤ 3
4
(4− u0)

����4− u2 ≤ 3
4�����(4− u1)

�
�... ≤ �

�...
4− un ≤ 3

4������
(4− un−1)

نجد: بالضربطرفلطرف ومنه

4− un ≤
(
3

4

)n−1+1

(4− u0)

معناه:

4− un ≤ 2

(
3

4

)n

5



: lim
n→+∞

un إستɴتاج ج)
:n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من لدينا

0 < 4− un ≤ 2

(
3

4

)n

معناه:

lim
n→+∞

4− un ≤ lim
n→+∞

2

0

�
�
��

(
3

4

)n

معناه:
lim

n→+∞
4− un = 0

ومنه:
lim

n→+∞
un = 4

:n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل Snحيثمن اݝݨموع حساب 03

Sn =
4

u0

+
4

u1

+ · · ·+ 4

un

un+1 = un−1+
4

un

:n ʏطبيڥ منأجلɠلعدد لدينا
معناه:

4

un

= un+1 − un + 1

ومنه:

Sn =
4

u0

+
4

u1

+ · · ·+ 4

un

= ��u1 − u0 + 1 + u2 −��u1 + 1 + · · ·+ un+1 −��un + 1
= −u0 + un+1 + n+ 1
= un+1 + n− 1

الثاɲي: التمرʈن جواب

(E) : −17x+ 11y = 1 ×Zالمعادلة: Z ʏࢭ لدينا 01

:(E) للمعادلة حل ʏۂ (−2; −3) الثنائية أن إثبات ا)
أن: بما

−17(−3) + 11(−2) = 34− 33 = 1

.(E) للمعادلة حل (−2; −3) الثنائية إذن
:(E) ×Zالمعادلة Z ʏࢭ اݍݰل ب)

لدينا: سبق مما

−17 (x+ 2) + 11 (y + 3) = 0

معناه:

17 (x+ 2) = 11 (y + 3)

أوليان 11 و 17 ولدينا: 11 (y + 3) يقسم 17 معناه:
y + 3 يقسم 17 فإن غوص حسب ومنه بئڈا فيما

معناه: y + 3 = 17k حيث: k ∈ Z يوجد معناه
y = 17k − 3

و 17 (x+ 2) يقسم 11 لدينا: أخرى جهة ومن
حسبغوصفإن11 ,PGCD(17معناه: 11) = 1
x+2 = 11k kحيث: ∈ Zيوجد يقسمx+2معناه
:ʏۂ (E) المعادلة حلول ومنه x = 11K − 2 معناه:

S = {(1K − 2, 7k − 3) k ∈ Z}

بـ: n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من معرفة متتالية (un) 02{
u0 ∈ N
un+1 = 5un + 3 ɠل أجل من n ∈ N

.vn = un +
3

4
Nبـ: ʄعڴ المعرفة (vn) والمتتالية

هندسية: (vn) المتتالية أن إثبات ا)

vn+1 = un+1 +
3

4

= 5un + 3 +
3

4
= 5un +

15
4

= 5(un +
3
4
)

= 5vn

وحدها q = 5 أساسها هندسية متتالية (un) ومنه
ومنه: u0 +

3
4
الأول

vn =

(
u0 +

3

4

)
× 5n

،n ∈ N ɠل أجل من أن إستɴتاج ب)
:4un = 5n (4u0 + 3)− 3

حيث: 4un = 4vn − 3 لدينا: ل سبق مما
ومنه: vn =

(
u0 +

3
4

)
× 5n

4un = 5n (4u0 + 3)− 3

القسمة ʏبواࢮ n ʏالطبيڥ العدد قيم حسب Ȗعي؈ن ا) 03

:11 ʄعڴ 5n لـ الإقليدية

50 ≡ 1[11]
51 ≡ 5[11]
52 ≡ 3[11]
53 ≡ 4[11]
54 ≡ 9[11]
55 ≡ 1[11]

Ȗشɢل 11 ʄعڴ 5n لـ: الإقليدية القسة ʏبواࢮ ومنه
ومنه: 5 ودورها دورʈة متتالية

n = 5k 5k + 1 5k + 2 5k + 3 5k + 4

5n ≡ 1 5 3 4 9

516 ≡ 1[17] أن: من التحقق ب)
معناه: 52 ≡ 8[17] أن: وȋما 516 = (52)8 لدينا:
إذن (82)4 ≡ (13)4[17] و (52)8 ≡ 88[17]

ومنه: 162 ≡ 1[17] و إذن (132)2 ≡ 162[17]

516 ≡ 1[17]
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لدينا: :52022 ≡ 2 [17] أن إستɴتاج

52022 = 56 × 52016 = 56 × (516)126

فإن: (516)126 ≡ 1[17] و 56 ≡ 2[17] أن: وȋما

52022 ≡ 2[17]

u2022 ≡ و u2022 ≡ 3u0 + 7 [11] أن: إثبات ج)
2u0 + 5 [17]
لدينا: سبق مما

4un = 5n (4u0 + 3)− 3

معناه:

4u2022 = 52022 (4u0 + 3)− 3

أن: وȋما
52022 ≡ 2[17]

فإن:

4u2022 ≡ 2 (4u0 + 3)− 3[17]

معناه:

4u2022 ≡ 8u0 + 6− 3[17]

معناه:

16u2022 ≡ 32u0 + 12[17]

معناه:

−u2022 ≡ −2u0 − 5[17]

معناه:
u2022 ≡ 2u0 + 5[17]

لدينا: أخرى جهة ومن

4u2022 ≡ 52022 (4u0 + 3)− 3[11]

أن: وȋما

52022 = 5404×5+2 ≡ 3[11]

ومنه:

4u2022 ≡ 3 (4u0 + 3)− 3[11]

معناه:

4u2022 ≡ 12u0 + 9− 3[11]

معناه:

4u2022 ≡ 12u0 + 6[11]

معناه:

12u2022 ≡ 3u0 + 18[11]

معناه:
u2022 ≡ 3u0 + 7[11]

ɠان إذا وفقط إذا u2022 ≡ 0 [187] أنه إثبات 04{
u0 ≡ 5 [11]
u0 ≡ 6 [17]

أن: بما و 187|u2022 معناه: u2022 ≡ 0 [187] لدينا:
فإن: 187 = 11× 17{

u2022 ≡ 0[11]

u2022 ≡ 0[17]

}معناه:
3u0 + 7 ≡ 0[11]

2u0 + 5 ≡ 0[17]

}معناه:
3u0 ≡ −7[11]

2u0 ≡ −5[17]

}معناه:
12u0 ≡ 16[11]

2u0 ≡ 12[17]

}معناه:
12u0 ≡ 16[11]

2(u0 − 6) ≡ 0[17]

}معناه:
u0 ≡ 5[11]

u0 ≡ 6[17]

:u2022 ≡ 0[187] اجل من u0 لـ قيمة أك؄ف تحديد 05

معناه: u2022 ≡ 0[187] أن: بما

(∗) · · ·

{
u0 ≡ 5[11]

u0 ≡ 6[17]

}معناه:
u0 = 11y + 5; y ∈ N
u0 = 17x+ 6; x ∈ N

−17x+11y = 1 11y+5معناه: = 17x+6 معناه:
y = 17k−3 xو = 11k−2 :ʏۂ المعادلة هذه وحلول

بالتعوʈضنجد: ومنه u0 ∈ N لأن: k ∈ N∗ حيث:
u0 = 17(11k − 2) = −28 + 187k

u0 = −28 + 187k :ʏۂ (∗) اݍݨملة حلول ومنه
أجل من u0 تأخذها قيمة أصغر ومنه k ∈ N∗ حيث:

:ʏۂ u2022 ≡ 0[187]
u0 = 159 u0ومنه: = −28+187 kومنه: = نأخذ1
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الثالث: التمرʈن جواب

و zF − zI =
1

2
+ i

√
3

2
أن: من التحقق ا) 01

:zG − zI =

√
3

2
− i

1

2

zF − zI =

(
1 +

√
3

2

)
i+

1

2
− i

= i+ i

√
3

2
− i+

1

2

=
1

2
+ i

√
3

2

zG − zI =

√
3− 1

2
+

1

2
i+

1

2
− i

=

√
3− 1 + 1

2

1− 2

2
i

=

√
3

2
− i

1

2

I مركزها الۘܣ ζ الدائرة ʄإڲ تɴتميان G و F أن إثبات ب)
:1 ونصفقطرها

و zF − zI =
1

2
+ i

√
3

2
أن: بما

|zF − zI | =

√(
1
2

)2
+
(√

3
2

)2
=
√

1
4
+ 3

3

= 1
F ∈ ζ فإن: ومنه

ولدينا:
حيث: zG − zI =

√
3

2
− i

1

2

zG − zI =

√(√
3
2

)2
+
(
−1

2

)2
=

√
3
4
+ 1

4
= 1

G ∈ ζ فإن: ومنه
ثم ،zF − zI = i (zG − zI) أن: من التحقق ج)

:IFGالمثلث طبيعة إستɴتاج

zF − zI =
1

2
+ i

√
3

2

= i

(√
3

2
− i

1

2

)
= i (zG − zI)

arg
(
zF − zI
zG − zI

)
= arg(i) = π

2
+2πk أن: وȋما

ومȘساوي المثلثقائم فإن |zF − zI | = |zG− zI | و
الساق؈ن.

−16 − لـ ʏيڥȋتر جذر
(
2 + 2

√
3
)
i أن من التحقق ا) 02

أن: بما :8
√
3((

2 + 2
√
3
)
i
)2

= i2
(
2 + 2

√
3
)2

= −1
(
4 + 12 + 8

√
3
)

= −1
(
16 + 8

√
3
)
= −16− 8

√
3

:z2 + 3z +
25

4
+ 2

√
3 = 0 Cالمعادلة ʏࢭ اݍݰل ب)

∆ = 32 −×25− 8
√
3

= −16− 8
√
3

ومنه:

z1 =
−3 +

√
−16− 8

√
3

2
=

−3 + i(2 + 2
√
3)

2

= −3

2
+ i
(
1 +

√
3
)

z2 =
−3−

√
−16− 8

√
3

2
=

−3− i(2 + 2
√
3)

2

= −3

2
− i
(
1 +

√
3
)

أن إستɴتاج ثم .zK − zF
zF − zI

= i
√
3 أن: من التحقق ا) 03

:(FK)⊥ (FI)

zK − zF
zF − zI

=

−3

2
+ i
(
1 +

√
3
)
−

(
1 +

√
3

2

)
i(

1 +

√
3

2

)
i+

1

2
− i

=
−3

2
+

√
3
2
i

1
2
+

√
3
2
i

=
−3 = i

√
3

1 + i
√
3

=
i
√
3
(
1 + i

√
3
)

1 + i
√
3

= i
√
3

أن: بما
arg
(
zK − zF
zF − zI

)
= arg

(
i
√
3
)
=

π

2
+ 2πk

(FK)⊥ (FI) فإن:
.zG−zL =

(
2 +

√
3
)
(zF − zI) التحققمنأن: ب)

:(GL)//(FI) أن إستɴتاج ثم

zG − zL =

√
3− 1

2
+

1

2
i+

3

2
+ i
(
1 +

√
3
)

=

√
3 + 2

2
+

(
3 + 2

√
3

2

)
i

=

√
3 + 2

2
+
√
3

(√
3 + 2

2

)
i

=
(
2 +

√
3
) (

1
2
+

√
3
2
i
)

=
(
2 +

√
3
)
(zF − zI)

zG − zL
zF − zI

= 2 +
√
3 ∈ R ومنه:

خطيا، مرتبطان −→IF و −→LG الشعاعان إن بما ومنه
.(GL)//(FI) فإن ومنه

الراȊع: التمرʈن جواب
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g(x) = 1 + x − x ln x بـ: ]0, +∞[ ʄدالةمعرفةعڴg 01

Ȗغ؈فاٮڈا: جدول وȖشكيل g الدالة التغ؈ف إتجاه دراسة ا)
ودالْڈا Ȗع؈ففها مجموعة ʄعڴ للإشتقاق قابلة دالة g
g′(x) = 1− lnx−x× 1

x
= − lnx :ʏۂ المشتقة

:ʏيڴ كما ʏۂ المشتقة إشارة ومنه

x

g′(x)

0 1 +∞

+ 0 −

حقيقي عدد ɠل أجل من g′(x) > 0 أن بما ومنه
اݝݨال. هذا ʄعڴ تماما gم؅قايدة xفإنالدالة ∈ ]0, 1]

حقيقي عدد ɠل أجل من g′(x) < 0 ولدينا
عل تماما متناقصة g الدالة فإن xومنه ∈ [1, +∞[

اݝݨال. هذا
:ʏيڴ كما Ȗغ؈فاٮڈا وجدول

x

g(x)

0 1 +∞

1

22

−∞−∞

ʏࢭ α وحيد حل تقبل g(x) = 0 المعادلة أن إثبات ب)
:]0, +∞[ اݝݨال

و ]0, 1] اݝݨال ʄعڴ تماما وم؅قايدة مستمرة دالة g
اݝݨال ʄعڴ g(x) > 0 معناه: g (]0, 1]) = [1, 2]

[0, 1]
تماما ومتناقصة مستمرة دالة g لدينا أخرى جهة ومن
lim

x→+∞
g(x) = و g(1) = 2 و [1, ∞[ اݝݨال ʄعڴ

القيم م؄فهنة حسب ومنه 0 ∈ ]−∞, 2] ∞−أي:
وحيد حل تقبل g(x) = 0 المعادلة فإن المتوسطة

]0, +∞[ اݝݨال ʄعڴα
:3, 5 < α < 3, 6 أن: من }التحقق

g(3, 5) ≈ 0, 11

g(3, 6) ≈ −0, 01
أن: بما

g(3, 5)× g(3, 6) < 0 و
3, 5 < α < 3, 6 فإن:
:g الدالة إشارة إستɴتاج ج)

x

g(x)

0 α +∞

+ 0 −

:f(x) = ln x
1 + x2 :ʏكمايڴ ]0, +∞[ ʄعڴ معرفة دالة f 02

أجل من أن من والتحقق f ′(x) حساب ا)
:]0, +∞[ اݝݨال من x حقيقي عدد ɠل

f′(x) = g(x2)

x (1 + x2)2

لأٰڈا Ȗعرʈفها مجموعة ʄعڴ للإشتقاق قابلة دالة f
ʄعڴ للإشتقاق قابلت؈ن دالت؈ن قسمة حاصل عن عبارة

:ʏۂ المشتقة ودالْڈا Ȗعرʈفهما مجموعة

f ′(x) =
1
x
× (1 + x2)− 2x lnx

(1 + x2)2

=
1

x
× 1 + x2 − 2x2 lnx

(1 + x2)2

=
1

x
× g(x2)

(1 + x2)2

=
g(x2)

(1 + x2)2

Ȗغ؈فاٮڈا: جدول وȖشكيل f الدالة ت؈ف إتجاه دراسة ب)
لأن g(x2) إشارة الȎسطأيمن أشارة من المشتقة إشار
معناه: x > 0 حقيقي عدد ɠل أجل موجبمن المقام
أجل من أي x2 ∈ ]0, α] أجل من g(x2) ≥ 0

x ∈ ]0,
√
α]

حقيقي عدد ɠل أجل من g(x2) ≤ 0 و
x ∈ [

√
α, +∞[ معناه x2 ∈ [α, +∞[

من x حقيقي عدد ɠل أجل من f ′(x) > 0 أن بما
ʄعڴ تماما م؅قايدة f الدالة فإن ومنه ]0, √α] اݝݨال

اݝݨال. هذا
من x حقيقي عدد ɠل أجل من f ′(x) < 0 ولدينا
تماما متناقصة f الدالة فإن ومنه [√α, ∞[ اݝݨال

اݝݨال. هذا ʄعڴ
:ʏيڴ كما Ȗغ؈فاٮڈا وجدول

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

0

�
�lnx
x

0

�
�1
x
+ x

= 0

x

f(x)

0
√
α +∞

−∞

f(
√
α)f(

√
α)

00

:f(√α) =
1

2α أن: من التحقق ج)

f(
√
α) =

ln(
√
α)

1 + α

=
1
2
× lnα

1 + α
=

1
2�

��lnα

α���lnα

=
1

2α
1 + α − α lnα = 0 معناه: g(α) = 0 لدينا لأن

1 + α = α lnα معناه:
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الرسم: د)

−1 1 2 3 4 5 6

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

(Cf )

O
i⃗

j⃗

n ∈ N∗حيث In =
∫ 1

n

1
f(x) dx لدينا: 03

م؅قايدة: In المتتالية أن إثبات ا)

In+1 − In =
∫ 1

n+1

1 f(x) dx −
∫ 1

n

1
f(x) dx

=
∫ 1

n+1

1 f(x) dx +
∫ 1

1
n

f(x) dx

=
∫ 1

n+1
1
n

f(x) dx

من سالبة f الدالة 0 <
1

n+ 1
<

1

n
≤ 1 أن وȋما

متناقصة F معناه x ∈ ]0, 1] حقيقي عدد ɠل أجل
ومنه: اݝݨال هذا ʄعڴ تماما

Fمعناه:
(

1

n+ 1

)
> F

(
1

n

)
∫ 1

n+1
1
n

f(x) dx = F

(
1

n+ 1

)
− F

(
1

n

)
> 0

تماما. م؅قايدة In المتتالية ومنه In+1−In > 0 معناه
,]0, اݝݨال]1 من x حقيقي ɠلعدد أجل من إثباتأن ب)

:ln x ≤ f(x) ≤ 1

2
ln x

1 ≤ 1 + x2 ≤ 2 معناه x ∈ ]0, 1] أجل من لدينا
معناه

lnx

2
≤ f(x) ≤ lnx معناه 1

2
≤ 1

1 + x2
≤ 1

x ∈ ]0, 1] حقيقي عدد ɠل أجل من lnx ≤ 0 لأن
أن إستɴتاج ج)

:1
2

(
1− 1 + lnn

n

)
≤ In ≤ 1− 1 + lnn

n
x ∈ ]0, 1] حقيقي عدد ɠل أجل من لدينا

و x 7→ lnxالدالت؈ن من وɠل lnx

2
≤ f(x) ≤ lnx

فإن:
[
1
n
, 1
]
اݝݨال ʄعڴ مستمرت؈ن x 7→ 1

2
lnx

∫ 1
1
n

lnx

2
dx ≤

∫ 1
1
n

f(x)dx ≤
∫ 1

1
n

lnxdx

[x lnx− x]11
n
≤ −In ≤ 1

2
[x lnx− x]11

n
معناه

−1 + 1
n

ln 1
n
+ 1

n
≤ −In ≤ 1

2

(
−1 + 1

n
ln 1

n
+ 1

n

)
معناه

1

2

(
1− 1 + lnn

n

)
≤ In ≤ 1− 1 + lnn

n
ومنه

متقارȋة: In أن إثبات د)
أن: بما لدينا

lim
n→+∞

1− 1 + lnn

n
= 1

lim
n→+∞

1

2

(
1− 1 + lnn

n

)
=

1

2
و

1

2
≤ In ≤ 1 معناه:

متقارȋة. فࢼܣ 1 بـ ʄالأعڴ من ومحدودة م؅قايدة In أن بما

الثاɲي الموضوع إنْڈــى

H`a˜lˇi‹mffl M`e´gˇu`e¨l¨l´a˚tˇiffl
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